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Zad 1. Wykaza¢, »e je»eli f ∈ Lp
µ(X) dla dostatecznie du»ych p, to limp→∞ ‖f‖p = ‖f‖∞.

Zad 2. Wykaza¢ nierówno±¢ H öldera (1884), tj. dla wykªadników sprz¦»onych 1 ≤ p, q ≤
∞, czyli takich, »e 1

p
+ 1

q
= 1 zachodzi

‖f · g‖1 ≤ ‖f‖p · ‖g‖q,

gdzie f ∈ Lp
µ(X), g ∈ Lq

µ(X). Pokaza¢, »e równo±¢ w powy»szym wzorze zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy istniej¡ staªe α, β takie, »e α|f |p = β|g|q (prawie wsz¦dzie).

Zad 3. Udowodni¢, »e je±li f, g ∈ Lp
µ(X) i p ≥ 1, to zachodzi nierówno±¢, zwana nierówno-

±ci¡ Minkowskiego

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

De�nicja. Zbiór L0
µ(X) := {f : X → R :

∫
X

fdµ = 0} jest podprzestrzeni¡ liniow¡ ka»dej
z przestrzeni Lp

µ(X), p ∈ (0,∞]. Kªadziemy Lp
µ(X) := Lp

µ(X)/L0
µ(X), p ∈ (0,∞].

Zad 4. Pokaza¢, »e przestrze« Lp
µ(X)

a) dla p ∈ [1,∞] jest przestrzeni¡ unormowan¡ z norm¡ ‖ · ‖p.

b) dla p ∈ (0, 1) jest przestrzeni¡ metryczn¡ z metryk¡ d(f, g) = ‖f − g‖p
p.

Zad 5. Zbada¢ zbie»no±¢ ci¡gu {fn}n∈N w przestrzeniach Lp
µ([0, 1]), p ∈ (0,∞], gdy

a) fn(t) = tn, b) fn(t) = n
2
3 · I[0, 1

n
](t), b) fn(t) =

√
n · I[0, 1

n
](t

4)

Zad 6. Wykaza¢, »e je»eli µ jest miar¡ sko«czon¡ oraz 0 < p ≤ q < ∞, to dla ka»dego
f ∈ Lq

µ(X) mamy (
1

µ(X)

∫
X

|f |p dx

) 1
p

≤
(

1

µ(X)

∫
X

|f |q dx

) 1
q

.

Zad 7. Udowodni¢, »e je»eli miara µ jest sko«czona, to przestrzenie Lp
µ(X) tworz¡ ci¡g

zst¦puj¡cy:
L∞µ (X) ⊂ Lq

µ(X) ⊂ Lp
µ(X), gdzie 0 < p < q ≤ ∞

Pokaza¢ na przykªadzie miary Lebesgue'a na odcinku [0, 1], »e powy»szej inkluzji nie mo»na
zast¡pi¢ równo±ci¡.

Zad 8. Przestrzenie Lp
µ(N), gdzie µ jest miar¡ licz¡c¡ oznaczamy przez `p. Wykaza¢, »e

przestrzenie `p tworz¡ ci¡g wst¦puj¡cy:

`p ⊂ `q ⊂ `∞, gdzie 0 < p < q ≤ ∞.

Pokaza¢, »e powy»szej inkluzji nie mo»na zast¡pi¢ równo±ci¡.

Zad 9. Udowodni¢, »e je»eli ci¡g {fn}n∈N jest zbie»ny do f w przestrzeni Lp
µ(X), p ∈ (0,∞],

to ci¡g {fn}n∈N jest zbie»ny do fwedªug miary µ. Pokaza¢ na przykªadzie, »e implikacja
odwrotna nie zachodzi.

Zad 10. Niech p, q ∈ (0,∞]. Pokaza¢, »e je»eli ci¡g {fn}n∈N zbiega do f w przestrzeni
Lp

µ(X) oraz do g w przestrzeni Lp
µ(X), to f = g prawie wsz¦dzie.

Zad 11. Poda¢ przykªad ci¡gu {fn}n∈N w Lp
µ([0, 1]), p ∈ (0,∞] zbie»nego punktowo do

zera, ale rozbie»nego w przestrzeni Lp
µ([0, 1])

Zad 12. Poda¢ przykªad ci¡gu {fn}n∈N w Lp
µ([0, 1]), p ∈ (0,∞] zbie»nego do zera w prze-

strzeni Lp
µ([0, 1]) oraz rozbie»nego punktowo (prawie wsz¦dzie).


