Ogolna teoria calki
Lista 7

Zad 1. Wykazac¢, ze jezeli f € L7(X) dla dostatecznie duzych p, to lim, . || f[l, = || f]lco-

Zad 2. Wykaza¢ nierdwno$é Holdera (1884), tj. dla wyktadnikow sprzezonych 1 < p, g <
oo, czyli takich, ze zla + % = 1 zachodzi

1= glle < LAl - llgllg,

gdzie f € LL(X), g € L4(X). Pokaza¢, e rowno$¢ w powyzszym wzorze zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieja stale o, 3 takie, ze o|f|P = [|g|? (prawie wszedzie).

Zad 3. Udowodni¢, ze jesli f,g € LF(X) ip > 1, to zachodzi nierdwnos¢, zwana nierdwno-
seig Minkowskiego
1f =+ glly < 1[f1lp + llgllp-

Definicja. Zbior £L),(X) := {f : X = R: [, fdu = 0} jest podprzestrzenia liniowa kazdej
z przestrzeni L£7,(X), p € (0, 00]. Ktadziemy LP(X) := LF(X)/L)(X), p € (0, 00].

Zad 4. Pokazac, ze przestrzefi L (X)

a) dla p € [1, 00] jest przestrzenia unormowana z norma || - [[,.
b) dla p € (0,1) jest przestrzenia metryczng z metryka d(f, g) = ||.f — g|[b.
Zad 5. Zbadac¢ zbieznos¢ ciagu { fn }nen W przestrzeniach LE([0,1]), p € (0, oc], gdy
a) fu(t) =t", b) fult) =n5 - Ijg 1(t), b) fult) = \/ﬁ'f[o,%](#)

Zad 6. Wykazac, ze jezeli p jest miarg skonczong oraz 0 < p < ¢ < oo, to dla kazdego

[ € Li(X) mamy 1 )
(o L) = G [ oree)

Zad 7. Udowodni¢, ze jezeli miara p jest skoficzona, to przestrzenie LP(X) tworzy ciag
zstepujacy:

2
3

LY (X) C LI(X) C LA (X), gdzie 0<p<g<oo

Pokaza¢ na przykladzie miary Lebesgue’a na odcinku [0, 1], ze powyzszej inkluzji nie mozna
zastapiC rOWNoOScia.

Zad 8. Przestrzenie LfL(N), gdzie u jest miary liczaca oznaczamy przez (P. Wykazaé, ze
przestrzenie (P tworza ciag wstepujacy:

o C T Ciz, gdzie 0 <p<q < oo.
Pokaza¢, ze powyzszej inkluzji nie mozna zastapi¢ réwnoscia.

Zad 9. Udowodni¢, 7e jezeli ciag { fu }nen jest zbiezny do f w przestrzeni L7 (X), p € (0, o],
to ciag {fn}nen jest zbiezny do fwedlug miary p. Pokazaé na przykladzie, ze implikacja
odwrotna nie zachodzi.

Zad 10. Niech p,q € (0,00]. Pokaza¢, ze jezeli ciag {fn}nen zbiega do f w przestrzeni
L7 (X) oraz do g w przestizeni LE(X), to f = g prawie wszedzie.

Zad 11. Poda¢ przyktad ciagu {f,}nen w LE([0,1]), p € (0,00] zbieznego punktowo do
zera, ale rozbieinego w przestrzeni L7 ([0, 1])

Zad 12. Podac przyktad ciagu {fy}nen w LE([0,1]), p € (0, 00] zbieznego do zera w prze-
strzeni LL ([0, 1]) oraz rozbieznego punktowo (prawie wszedzie).



